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Àííîòàöèÿ
Ïðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ àæóðíûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ äëÿ ðåøåíèÿ òð¼õìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Îñîáåííîñòü òàêèõ
ñõåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýëåìåíòû ïîêðûâàþò ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü íå ñïëîøíûì îáðà-
çîì, à ñ ðåãóëÿðíûìè ïðîìåæóòêàìè. Àæóðíîå ðàñïîëîæåíèå ðàñ÷¼òíûõ ýëåìåíòîâ ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è è ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå òðàäè-
öèîííîé ñõåìû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àæóðíàÿ ñõåìà, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñåòêà ýëåìåíòîâ,
ÿ÷åéêà, âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå, ìàòðèöà æ¼ñòêîñòè, ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ, ìîäåëüíàÿ
çàäà÷à.
Ââåäåíèå
Âî âñåõ èçâåñòíûõ ñõåìàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýëåìåíòû çàíèìàþò ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü ñïëîøíûì îáðàçîì áåç ïðîìåæóòêîâ è
áåç íàëîæåíèÿ äðóã íà äðóãà. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âïîëíå åñòåñòâåííî, åñëè ïðè-
íÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì óíêöèé îðìû àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè. Ïðè ýòîì èíîðìàöèÿ èç îäíîãî óçëà êîíå÷íîýëåìåíò-
íîé ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçè÷åñêèõ ïîëåé íà âñåõ ñîäåðæàùèõ åãî
ýëåìåíòàõ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ðåøàå-
ìîé çàäà÷è â óçëå êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ ¾èçáûòî÷íàÿ¿ èíîð-
ìàöèÿ ñ ýëåìåíòîâ, èíöèäåíòíûõ ýòîìó óçëó. Òàê äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ
ñðåä â ïåðåìåùåíèÿõ èëè ñêîðîñòÿõ ïåðåìåùåíèé äèåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì â óçëàõ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé èëè ñêî-
ðîñòåé. Íà ýëåìåíòàõ âû÷èñëÿþòñÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ïîëåé è óíêöèè îò
íèõ (äåîðìàöèè, ñêîðîñòè äåîðìàöèé è íàïðÿæåíèÿ). Ïîñëå ïðîöåäóðû ñáîð-
êè íà ïîëíîì øàáëîíå, âêëþ÷àþùåì öåíòðàëüíûé óçåë è óçëû, ïðèíàäëåæàùèå
èíöèäåíòíûì åìó ýëåìåíòàì, ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ äèåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà çàäà÷è (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ). Äàííûé îïåðàòîð ñîäåðæèò àïïðîêñèìàöèþ
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â äâà ýòàïà: ÷èñëåííûì äèåðåíöèðî-
âàíèåì â ïðåäåëàõ ýëåìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå è ñáîðêîé  ÷èñëåí-
íûì äèåðåíöèðîâàíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè  âû÷èñëÿþòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå.
Â òîì è äðóãîì ñëó÷àÿõ äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ÷èñëåííîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ
(îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) äîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ òî÷åê, íå ëåæàùèõ
â îäíîé ïëîñêîñòè. Íà ïåðâîì ýòàïå ýòî  óçëû ýëåìåíòà, íà âòîðîì  öåíòðû ýëå-
ìåíòîâ, îêðóæàþùèõ öåíòðàëüíûé óçåë ïîëíîãî øàáëîíà. Åñëè íà ïåðâîì ýòàïå
ÀÆÓÍÀß ÑÕÅÌÀ ÌÊÝ ÅØÅÍÈß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×. . . 27
äëÿ ýëåìåíòîâ â âèäå òåòðàýäðîâ èíîðìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíî ýåê-
òèâíî, òî íà âòîðîì ýòàïå âìåñòî äîïóñòèìûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê èñïîëüçóåòñÿ â ñðåä-
íåì 2024, ÷òî ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî. Ïî-
ýòîìó òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü çàòðàòû íà îðìèðîâàíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé, åñëè óìåíüøèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îêðóæàþùèõ êàæäûé óçåë
êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óçëîâîé èíîðìàöèè âîçìî-
æåí îòêàç îò òðåáîâàíèÿ ñïëîøíîãî çàïîëíåíèÿ îáëàñòè ýëåìåíòàìè. Ýëåìåíòû,
ó÷àñòâóþùèå â îðìèðîâàíèè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîãóò çàïîë-
íÿòü ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü ñ ïðîìåæóòêàìè ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ñâÿçíîñòè êî-
íå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè. Ïðè ýòîì âîçìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, èíöè-
äåíòíûõ îäíîìó óçëó ñåòêè, äî 4  ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ïðè
êîòîðîì ÷èñëåííàÿ ñõåìà ñîõðàíÿåò àïïðîêñèìàöèþ. Îòêàç îò ñïëîøíîãî çàïîë-
íåíèÿ îáëàñòè ýëåìåíòàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ýåêòèâíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñõåì.
Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ àæóðíûõ ñõåì èçëîæåíû â ðàáîòàõ [1,
2℄. Íåêîòîðûå âèäû àæóðíûõ ñõåì â ïðèëîæåíèè ê äèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì ìåõàíè-
êè ñïëîøíûõ ñðåä îïèñàíû â ðàáîòàõ [14℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðåàëèçàöèÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ àæóðíûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ òð¼õìåðíûõ ñòàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.
1. Àæóðíàÿ ñåòêà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
Îñíîâîé ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ òð¼õìåðíûõ ñòà-
òè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ àæóðíàÿ ñåòêà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àæóðíîé ñåòêè øåñòèãðàííàÿ ÿ÷åéêà ðåãóëÿðíîé ãåêñàýä-
ðàëüíîé ñåòêè, ïîêðûâàþùåé ðàñ÷¼òíóþ îáëàñòü, ðàçáèâàåòñÿ íà ïÿòü òåòðàýäðîâ
(ðèñ. 1), îñòàâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûé òåòðàýäð, îñòàëüíûå òåòðàýäðû â ðàñ÷¼òàõ íå
èñ. 1. Ýëåìåíò àæóðíîé ñåòêè
èñ. 2. Øàáëîí àæóðíîé ñåòêè
ó÷àñòâóþò. Äëÿ âíóòðåííåãî óçëà (ðèñ. 2), êîòîðîìó èíöèäåíòíû âîñåìü øåñòè-
ãðàííûõ ÿ÷ååê, îñòàâëÿþòñÿ òåòðàýäðû, èìåþùèå ñ ñîñåäíèìè îáùèå ð¼áðà. Ïî-
ëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì çàïîëíåíèå øåñòèãðàííîãî øàáëîíà òåòðàýäðàìè àæóðíîé
ñåòêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Â ðåçóëüòàòå ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé ñåòêîé, ñîñòî-
ÿùåé èç òåòðàýäðîâ, ñïëîøíûì îáðàçîì çàïîëíÿþùèõ âåñü îáú¼ì, àæóðíàÿ ñåòêà
èìååò â ïÿòü ðàç ìåíüøå ýëåìåíòîâ è ïðàêòè÷åñêè âäâîå ìåíüøå óçëîâ (ðèñ. 4).
2. åàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ â óïðóãîé ïîñòàíîâêå îñíî-
âàíà íà êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (ïðèíöèïà
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èñ. 3. Ýëåìåíòû àæóðíîé ñåòêè, çàïîë-
íÿþùåé øàáëîí





σ · · δε dV =
∫∫∫
V
ρF · δu dV +
∫∫
Sp
P · δu dS,
ãäå V  îáú¼ì óïðóãîãî èçîòðîïíîãî òåëà, íà íåêîòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû Sp êîòîðî-
ãî çàäàíû ïîâåðõíîñòíûå íàãðóçêè; σ  òåíçîð íàïðÿæåíèé; ε  ëèíåéíûé òåíçîð
äåîðìàöèé; u  âåêòîð ïåðåìåùåíèé; δ( )  âàðèàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷è-
íû; F è P  âåêòîð ìàññîâûõ è âåêòîð ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê ñîîòâåòñòâåííî; ρ
 ïëîòíîñòü; îäíîé òî÷êîé ( ·) îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ; äâó-
ìÿ òî÷êàìè ( ··)  äâîéíàÿ ñâ¼ðòêà òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Ïåðåìåùåíèÿ, óãëû









äåîðìàöèè ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèÿìè çàêîíîì óêà
σ = λ ε · ·EE+ 2µ ε , (2)
ãäå ∇  íàáëà-îïåðàòîð àìèëüòîíà; λ è µ  ïàðàìåòðû Ëàìå; E  åäèíè÷íûé
(ìåòðè÷åñêèé) òåíçîð.
àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ âàðèàíòà àæóðíîé ñõåìû ÌÊÝ íà îñíîâå ëèíåé-
íîãî ÷åòûð¼õóçëîâîãî ýëåìåíòà. àñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé â ýëåìåíòàõ ïðèíè-
ìàåòñÿ ëèíåéíûì. Îáú¼ìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà óäàëÿåìûõ
òåòðàýäðàõ è èõ ïîâåðõíîñòÿõ, ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî óçëàì ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ
â ðàñ÷¼òå. Íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äàííàÿ àæóðíàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè.
Êàê ýòî ïðèíÿòî â ÌÊÝ, èñïîëüçóåòñÿ íå òåíçîðíàÿ, à ìàòðè÷íî-âåêòîðíàÿ
































íèæíèé èíäåêñ  ëîêàëüíûé íîìåð óçëà ýëåìåíòà, âåðõíèé èíäåêñ  íîìåð ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû âåêòîðà. Âåêòîðû êîîðäèíàò ëèíåéíîãî òåíçîðà äåîð-




= (ε11, ε22, ε33, γ12, γ23, γ31) , (σ)
T
= (σ11, σ22, σ33, σ12, σ23, σ31) ;
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∣∣∣∣∣ , βm4 = −βm1 + βm2 − βm3 ,
m = 1, 2, 3 , s = 1, 2, 3 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ mnk è spq îáðàçóþòñÿ






























i  êîîðäèíàòû i-ãî óçëà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, i = 1, 2, 3, 4 .
Â ìàòðè÷íîé îðìå ñîîòíîøåíèÿ Êîøè (1), çàêîí óêà (2) è ïîëíàÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
(ε ) = (B)(u), (3)
















(q)  âåêòîð óçëîâûõ ñèë, ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé äåéñòâóþùèì íà ýëåìåíò
ðàñïðåäåë¼ííûì ìàññîâûì è ïîâåðõíîñòíûì ñèëàì.
30 À.Â. ÆÈÄÊÎÂ È Ä.
Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî óíêöèîíàëà, àíàëîãè÷íîãî ïî îðìå
(5), ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ òåëà îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé, êîòîðàÿ ìîäèèöèðóåòñÿ ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî
ïåðåìåùåíèÿì. åøåíèåì ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî èëè èòåðà-
öèîííîãî ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ âñåé ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè è ïî
îðìóëàì (3) è (4) âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äåîðìàöèé è íàïðÿæåíèé.
3. åøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è
àññìàòðèâàåòñÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ òîëñòî-
ñòåííîé òðóáû êîíå÷íîé äëèíû, ñäàâëèâàåìîé àáñîëþòíî æ¼ñòêèìè ïëàñòèíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñè òðóáû. Âíóòðåííèé ðàäèóñ òðóáû  5 ñì, âíåøíèé ðàäèóñ òðó-
áû  10 ñì, äëèíà òðóáû  60 ñì, ñìåùåíèå êàæäîé àáñîëþòíî æ¼ñòêîé ïëàñòèíû
ïðè ñäàâëèâàíèè  0.5 ìì, ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà  200 Ïà, êîýèöèåíò
Ïóàññîíà  0.3. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ðàñ÷¼òíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îä-
íó âîñüìóþ ÷àñòü òðóáû ñ óñëîâèÿìè ñèììåòðèè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿõ
(ðèñ. 5).
èñ. 5. àñ÷¼òíàÿ îáëàñòü
åøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è ðåàëèçîâàíî ïóò¼ì ïîñàäêè óçëîâ êîíå÷íîýëåìåíò-
íîé ñåòêè, âûõîäÿùèõ çà ïðåäåëû ïëîñêîñòè êîíòàêòà, íà ýòó ïëîñêîñòü è èòåðà-
öèîííîãî óòî÷íåíèÿ ïî óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ.
Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ïî ðàäèàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì âäîëü
îáðàçóþùåé âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òðóáû, ðàñïîëîæåííîé ïîä çîíîé êîíòàêòà,
íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ. Íà÷àëüíàÿ ñåòêà ñîäåðæàëà 10 ýëåìåíòîâ ïî òîëùèíå òðó-
áû, 16 ýëåìåíòîâ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè è 60 ýëåìåíòîâ ïî äëèíå òðóáû. Â äâóõ
ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷¼òàõ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ óâåëè÷è-
âàëîñü ñîîòâåòñòâåííî â äâà è ÷åòûðå ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíîé ñåòêîé.
åøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì àæóðíîé ñõåìû, ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøå-
íèåì çàäà÷è â àíàëîãè÷íîé ïîñòàíîâêå, ïîëó÷åííûì â ñèñòåìå ANSYS. åçóëüòàòû
ñðàâíåíèÿ ïî ðàäèàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì âäîëü îáðàçóþùåé âíóòðåííåé ïîâåðõíî-
ñòè òðóáû, ðàñïîëîæåííîé ïîä çîíîé êîíòàêòà, äëÿ îäíîãî èç âàðèàíòîâ ðàñ÷¼òîâ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Êàê âèäíî, ðåøåíèÿ äàþò õîðîøåå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåí-
íîå ñîâïàäåíèå çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîé (1 ýëåìåíò) çîíû êðàåâîãî ýåêòà
âáëèçè ñâîáîäíîãî òîðöà òðóáû.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü
è ýåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àæóðíîé ñõåìû äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè
óïðóãîñòè.
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Summary
A.V. Zhidkov, S.V. Spirin, D.T. Chekmarev. A Rare Mesh Finite Element Sheme for
Solving Stati Elastiity Problems.
This artile proposes an implementation of one of the possible rare mesh nite element
shemes for solving three-dimensional stati problems of the theory of elastiity. A harate-
risti feature of these shemes is that the elements over the omputational domain not in
a ontinuous manner, but with regular intervals. A rare loation of the alulated elements
an signiantly redue the omputational ost. The results of the numerial solution of the
model problem are given and ompared with the results obtained on the basis of the traditional
shemes.
Key words: rare mesh sheme, nite element method, mesh of elements, ell, variational
equation, stiness matrix, numerial implementation, model problem.
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